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1. Function Fitting

Gegeben: N Datenpunkte {z;,y;},i=1...N
Gesucht: Funktion f(x) welche die Punkte approximiert
Ansatz:

fl@) =) ang() (1)
k=1

Dabei hat die approximierte Funktion M Parameter.

1.1. Lagrange Polynome

Falls M = N, also die Funktion gleich viele Parameter wie es
Datenpunkte gibt, haben soll.

(x1 —2)... (xp—1 — z)(Tpt1 — ) ... (xN — )
(x1 — k) o (o1 —xp) (g1 — 2) ... (xN — Tk)

Fiir unseren Ansatz (1) setzen wir:

b =l

= Yk

Das Polynom I (z) nimmt an jeder Stiitzstelle x;, genau den
Wert yi an, bei den anderen Stiitzstellen ist das Polynom
gleich 0.

Diese Methode eignet sich nur bei Daten, von denen man
weiss, dass sie polynomiell verteilt sind, und kein Rauschen
enthalten.

Fehler der Lagrange Polynome:

@) — 1@ = 1ZE [T (o )
k—1
1.2. Linear Least Squares

Falls M < N verwendet man wieder den Ansatz (1).
Voraussetzung: ¢y, ist linear in ay, (also z.Bsp. nicht: e“+*)

¢1($1) ¢2($1) ¢>M($1) o Y1
¢1($2) ¢2 ($2) ¢>M($2) _1 _ Y2
or(on) balen) .. ouley) ) N OM yn

Ax=D>b

Dieses System ist iiberbestimmt und nicht exakt 16sbar.

Lésung:
! ATAx=A"b

Falls die Kolonnen von A linear unabhdngig sind, so ist AT A
invertierbar und es gilt:

x=(ATA)"'ATDb

Beispiel:
Zu approximierende Funktion: y = ax? + bx + ¢
x|1 2 3 4
Punkte:
ke =36 8 11
1 11 3
4 2 1 6
A= 9 3 1 |’ b= 8
16 4 1 11

LLS und orthonormale Matrizen

Da fiir Matrizen mit orthonormalen Kolonnen gilt:
Q'Q=1=QQ"
Q" =q""

Jede Matrix A mit linear unabhéngigen Kolonnen kann

faktorisiert werden in A = QR, wobei Q orthonormal ist
und R eine obere Dreiecksmatrix und invertierbar ist.

Somit vereinfacht sich die LLS Losung zu folgendem Problem,
falls die QR-Zerlegung der Matrix A bekannt ist:

x=R7'Q™b

QR-Zerlegung nach Gram-Schmidt

Sei A = (a;...a,,) eine Matrix mit linear unabhingigen
Kolonnen, so kann man sie wiefolgt in eine Matrix QR
zerlegen.

Q:

(h:m

aﬁiak*Z?;lqu(q]',aw }kQ
@& =2,...,mn

Ak = TauT



R: Singularwertzerlegung

i = [Ja] 3.
rik = (gj,ak), j=1,....,k—1 '
rik=0, j=k+1,...,n k=2,....n Y, 0
i = |G| >=(% o)
. . . wobei X, = diag{o1,...,0,}, dessen Diagonalelemente posi-
1.3. Pseudoinverse und Singuldrwertzerlegung tiv und alle grosser gleich geordnet sind und o; = /A;(ATA),
(SVD) wobei \;(ATA) die Eigenwerte von AT A bezeichnet.
Pseudoinverse
V:

Gegeben: Ax =b

V:(Vl,...,VN)
Falls die Kolonnen von A linear abhéngig sind, so kann man . . . . T A
das LLS Verfahren nicht anwenden, da somit (A7 A)~! nicht wobei v die normierten Eigenvektoren von AT A sind.

berechnet werden kann. U
Es gibt aber ein anderes Verfahren, das auch auf solche
Matrizen anwendbar ist: U= (ug,...,um)

wobei u; die normierten Eigenvektoren von AAT sind.
Lésung: x = ATb, wobei AT die Pseudoinverse von A ist

Bestimmung der Pseudoinversen 1.4. Newton lteration

Newton lteration in 1D

1. A hat nur Eintrége in der Diagonalen Gesucht: Nullstellen von f(z), also f(z) = 0 16sen.
o1 0 ... 0 Bendgtigt: f(x), f'(x) und Startwert zg.
0 Tteratives Verfahren:
0
A= 0o ... 0 o, Thp1 = Tk — f/(xk)
0 ... ... 0 f'(ar)
5 Newton fiir Systeme von nicht linearen Gleichungen
0 0
Gegeben: f(x) : R™ — R™
1)or ... 0 0O ... 0 Gesucht: Schnittpunkte von Funktionen
: ) : 0 - 0 Bendtigt:
0 ... 1/, 0 ... 0
£1(x) of1 ofh
AT wird also bestimmt in dem man die Transponierte L Oxy 77 Ozy
AT von A bestimmt und danach von allen Diagonalele- f(x) = : ) J= : : :
menten die Inverse bestimmt, dabei wird aber 1/0 = 0 fn(x) gﬁ gﬁ
gesetzt, falls o; = 0. o o
2. A allgemeine NxM Matrix Dabei bezeichnet J die Jaccobi-Matrix.
Man zerlegt die Matrix A mit der Singuldrwertzerlegung ]
in eine Matrix der Form A = UXVT, wobei Iteratives Verfahren:
e U eine MxM orthonormale Matrix ist. X1 = X — I (%)
e V eine NxN orthonormale Matrix ist. Beispiel:
e 3 eine NxM Matrix mit spezieller Diagonalform ist.
_2 2
Danach ist die Pseudoinverse wie folgt zu bestimmen: hi@y @) = z; * zg 4
fa(z1,2) = @] —x5—1 (2)
AT =vztu’
Wobei ¥ die Form von Fall 1 hat und sich demnach davon I(x) = 2—5:11 2—5:; _ [ 2w 22
leicht die Pseudoinverse bestimmen liisst. g—ﬁ g—ﬁ 2ry 214



Das Gauss Prinzip sagt: Finde x so, dass

. ( 15 )
0= 1
b Q(x) = 5 [1£(x) 3 = min
Was gleichbedeutend ist mit:
Jxoh = —f(x) &
3 3 hy - 2254225 -4 rad O(x) — 0
<3 —3><h2> - <2.25—2.25—1> grad Q(x)
b 0.0833 Diese Gleichung ausgedriickt in der Funktion f(x)
—0.25 e
_ . 2
und somit gilt: Qlx) = 2 Z:ZI fi(x)
< [ 15 0.083 Das kann kompakt wie folgt geschrieben werden:
SAEE N 3 —0.25

grad Q(x) = J;(x)Tf(x) = 0
Newton lteration in 1D fur Extremalwerte

Gesucht: f'(x) =0

Fiir das Beispiel sieht die Gleichung dann wie folgt aus:

2., .2
21 20 1\ [ BT /0
Bendtigt: f'(x), f"(z) und Startwert z. ( 2331 72; 1 ) 2 —-23-1 | = ( 0 )
. 2 1 +x9—3

Tterati Verfahren: . .
eratives Verfahren Um dieses System zu losen gibt es nun mehrere Wege:

[ (k)
Tk4+1 = Tk — 77 (zn) e Gauss-Newton Algorithmus
_ T -1 T
Newton Iteration fiir Extremalwerte einer Funktion Xip1 = X — (T (0r) " I (x0)) 7 Ty () £(xr)
mehrerer Variablen Der Term (J¢(xx)TJf(xx)) 1T f(xx)T kommt davon,
Q(x) : R® - R dass J; nicht quadratisch ist und wir davon nicht die
Inverse bestimmen konnen sondern nur mit LLS eine
Gesucht: grad Q(x) =0 Anndherung an J;l. Fiir die Iteration kénnen wir aber

in MATLAB den Backslash-Operator benutzen:
Bendtigt: Wir benéstigen die Jaccobi-Matrix von grad Q(x),

welche der Hessischen-Matrix von ) entspricht. 1. Lose
Jf(Xk)h = —f(Xk)
2%Q 2’Q 2%Q
02z, Ox10z2 """ Ox10z4 durch
99  2%Q ; _ B
hess Q(x) = Ox20T1 02xo h Jf(xk)\ f(xk)
i 2. Iteriere
82 Q 62 Q 82 Q
Oz, 011 Oz, 012 02z, Xk+1 = Xk +h
Iteratives Verfahren: Dieses Verfahren hat eine lineare Konvergenz.
Try1 = o) — (hess Q(xk))Tgrad Q(xx) e Newton Methode fiir non-linear least squares

Bemerkung: Da hess Q(x) symmetrisch ist (nach dem Theo-
rem von Schwarz), muss man hess Q(x) nur transponieren
und nicht invertieren.

1. Lose

B :=J7 (x) Jf(xx) + Z Ji(xx)hess fi(xx)

Non-Linear Least Squares =t

Gegeben: Uberbestimmtes nicht lineares System f(x) : R™ — Bh=—J(xx)"f(xz)
R™ m > n das man nach der Methode der kleinsten Quadrate
16sen soll. h=-B7' J;(x)" f(x1)
Beispiel:
2. Iteriere

l’%—l—l‘%—ﬁl 0 Xp+1 =Xk +h

22 —a5-1 |~ 0

21+ a2 —3 0 Dieses Verfahren konvergiert quadratisch.



e Steepest descent
Die Ausdriicke B in Newton und Jg(x;)?Js(xx) in
Gauss-Newton sind ziemlich kompliziert bzw. koénnen
teilweise nicht invertiert werden, so dass man stattdessen
oft Steepest descent AI benutzt. Dabei muss A aber so
gewdhlt sein, dass das Ganze konvergiert. Die Iteration
sieht dann wie folgt aus:

Xk4+1 = Xk — )\Jf(Xk)Tf(Xk)

e Levenberg-Marquart
Xp1 = xp — (J7J 5+ AD) T I 7 f(xs)

wobei D diagonal ist, oftmals ist D =1
Praktisch wird h wie folgt berechnet:

(i Jr= (75

2. Direkte Suchmethoden

Wihrend es bei den analytischen Methoden darum geht, das
Optimum in einem Schritt zu erreichen, ohne Test, geht es bei
den Direkten Methoden darum, dass die Losung Schritt um
Schritt (iterativ) angenéhert wird, und bei jedem Schritt der
Wert der betrachteten Funktion verbessert wird, wenn das
nicht der Fall ist, so wird mit trial and error vorgegangen.

2.1. Analytische Methoden

Notwenige Bedingung: Minimiere den Gradienten - System
von Gleichungen.
Hinreichende Bedingung:

e in 1D
Wenn die zweite Ableitung positiv ist, so ist es ein Mi-
nimum, falls negativ ein Maximum, und falls Null ein
Sattelpunkt.

e in N-Dimensionen
Die Determinate der Hessischen Matrix muss positiv
sein; fiir ein Minimum muss auch die N-1 Subdetermi-
nate positiv sein, sonst ist es ein Maximum.
Falls die Determinate der Hessischen Matrix negativ ist,
so ist es ein Sattelpunkt.

Die analytischen Methoden kénnen aber auch schief
gehen

o Diskontinuitdt von der betrachteten Funktion und ihrer
Ableitungen.

e Differentiation kann unmdglich sein (z.Bsp. bei Experi-
menten oder Black-Box Code) oder ungenau (z.Bsp. Da-
ten mit Rauschen).

e Optimum kann ein Extremwert oder ein Sattelpunkt sein.

e System von Gleichungen (v.a. nicht linear) kann mogli-
cherweise nicht losbar sein oder sehr teuer zu losen.

2.2. Nicht-Gradienten basierende Methoden
Direkte Suchmethoden

Wir benutzen den Ausdruck “Direkte Suche” um die sequenzi-
elle Untersuchung von Versuchen zu beschreiben. Wobei jeder
Versuch mit der "besten” bisherigen Losung verglichen wird,
zusammen mit einer Strategie (als einer Funktion der bishe-
rigen Resultate), welches der néchste Versuch sein wird.
Dabei werden im Normallfall keine analytischen Betrachtun-
gen gemacht, ausser es gibt einen grossen Vorteil.

Evolutionary Operation Method (EVOP)

Die Schliisselfunktion davon ist, dass sie nicht numerische
Funktionswerte besitzen muss: die relative Rangierung von
Objekten ist hinreichend.

EVOP Algorithmus

1. Funktion an Stellen +d und —d in jeder Dimension aus-
werten. (Am Anfang ist z.Bsp. d = 1)

2. Neuer Punkt = Punkt mit minimalem Funktionswert

3. Falls der gleiche Punkt selektiert wird, so wird d skaliert
(z.Bsp. verkleinert)

4. Tteriere bis ein ¢ erreicht ist, oder bis zu einer maximalen
Anzahl Iterationen

Parallele Methoden

1. Untersuche die Funktionswerte an verschiedenen Punk-
ten

2. Deklariere den Punkt mit dem kleinsten Funktionenwert
zum Minimum

e Diese Methoden werden auch als Gitter Methoden oder
tabellarische Methoden bezeichnet.

o Unglaublich langsam - Anzahl der Versuche ist umge-
kehrt proportional zur Genauigkeit, aber sie sind parallel
ausfiihrbar.

Sequenzielle Methoden
In sequenziellen Methoden:

e Versuche werden sequenziell gemacht.

e Zwischenresultate werden benutzt um den néichsten
Punkt zu lokalisieren.

Sie konnen klassifiziert werden in:

e Suchmustermethoden
e Simplexmethoden

e Methoden mit lernfihigen Mengen von Suchrichtungen

Sind langsam, proportional zum Logarithmus der Genauigkeit



Hooke und Jeeves: Exploratory Method

Eine Extrapolation entlang einer Linie von der ersten und
letzten Bewegung, bevor die Variablen wieder individuell
verdndert werden.

(2)
Starting point
Success

Failure

._._._._._._._X
[ J

€]
Q) -0

Il Final point

Extrapolation

Abbildung 1: Exploratory Method nach Hooke und Jeeves

Nummer Iterat. Richtungs- Variablen- Vergl. Schritt- Bemerkungen
index index i wert punkt | linge
k x1/x2 51/s2
©) 0 0 0/9 B 2/ 2 Startpunkt
(1) 0 1 2/9 0) success
(2) 0 2 2/ 11 (1) failure
(3) 0 2 2/7 (1) success
(4) 1 0 4/5 - 2/ -2 extrapolation
(5) 1 1 6 /5 (4),(3) success, success
(6) 1 2 6/ 3 (5) failure
(7) 1 2 6/ 7 (5) failure
(8) 2 0 10 / 3 -.(5) 2/ -2 extrapolation

Pattern Search Methods

Verdndere theoretische Parameter zu einer Zeit bei Schritten
der gleichen Gridsse und wenn kein vergrossern oder verklei-
nern eines Parameters das Resultat verbessert, so halbiert
man die Schrittgrisse.

Pattern search methods sind durch eine Serie von untersu-
chenden Bewegungen charakterisiert, welche das Verhalten
der betrachteten Funktion in einem Muster von Punkten,
welche alle auf einem rationalen Gitter liegen.

Die Schliisselfunktion ist, dass die Punkte auf einem Gitter
bleiben.

Konvergenz:

Theorem 1 (Polak) Wenn {X} eine Sequenz ist, welche
von einer pattern search Methode erstellt wurde, so befriedigt
jeder Ansammlungspunkt, dass

V(") =0

Die Methode kann nur eine endliche Anzahl von Zwischen-
punkten erzeugen, bevor sie die Schrittgrisse halbiert, somit
kann der Algorithmus nicht bei einem Punkt stecken bleiben.

Simplexmethode

Ein Simplex ist eine Menge von n + 1 Punkten in R": Im 2D
ein Dreieck, in 3D ein Tetraeder usw.
Simplex Algorithmus

1. Ein initialaler Simplex wird erstellt.
2. Ermittle den Knoten mit dem schlechtesten Fit.

3. Spiegle den schlechtesten Knoten an der Mitte der ge-
geniiberliegenden Kante.

4. Der Punkt mit dem besten Resultat wird der Mittel-
punkt des néchsten Zyklus.

5. Iteriere bis zur maximalen Genauigkeit oder Anzahl ma-
ximaler Iterationen.

Initial Simplex

Determine
X, Xs, X and X
fn, s, fi

Reflection: X, = X+ a(X— Xn)

No No Yes

fr<f

fr < fn

Yes No Replace x, by X

Yes Contraction: X; = X+ ¢(Xy — X)
G

Yes Yes

[ Replace x, by xe] [ Replace x, by X ] [ Replace all x; ] [ Replace x, by X‘l

Abbildung 2: Simplex Algorithmus Flowchart
Fiir die Ersetzung aller x; benutzt man:

x; = x; + clx) — x;)

Dabei ist:

Xh schlechtester Punkt, d.h.
f(xn) ist grosser als die
Funktion ausgewertet bei
allen anderen x;

Xs zweit-schlechtester Punkt

X1 bester Punkt

Mittelwert ohne schlechte-
sten Punkt

=LYl (i#h)

Konvergenz Kriterium:

S V=R %)

n



(1) Expansion
(2) Reflection
(3) Contraction

Abbildung 3: Simplex Algorithmus grafisch

3. Fouriertransformation

3.1. Fourierreihe

Funktion f soll approximiert werden durch eine Summe von
N periodischen Funktionen mit je zwei Parametern:

N
flzx) ~ Z ay, cos(kx) + by sin(kx)
k=0

wobei die Koeffizienten folgendermassen berechnet werden:

1 ™

a = - f(z) cos(kx)dx k#0
b, = % i f(z) sin(kz)dx
agy = %[ﬂf(z)dz

bo braucht man nicht zu betrachten, da immer gilt by sin(0) =
0.

Eigenschaften der Fourierreihen

Fehler:

2

E = /7r [f(gj) — ZAk cos(kx) + By sin(kz)| dx

- k=0

Dieser Fehler wird minimiert, wenn Ay = ay, Br = by,

im Komplexen
e = cos(kx) + i sin(kx)
it =-1

Somit ergibt sich fiir die Fourierreihe:

fx) = Z cpe'™? & Cr = 5o

f(z)e *dg
k=—o0 -

Wobei gilt:

1 1.
Cr — Eak - ilbk k Z 0
— > = + lb
C—k = Ok = 50kt 50k
ar = Cip+cC_g
1
bk = —;(ck—c_k)
Weitere Eigenschaften:
df . = ikx .
i zk%cke =ikf
d*f
-4 = k2
dx? /

d? d i(k1a+kay) 2 2y i(kiz+kay)
(@ + d_y2) et\F1 2Y _(kl +/{32)€ 1 2Y
Analytische Fouriertransformation

Die Fouriertransformierte f einer Funktion f(z) ist nun wie
folgt definiert:

fo = [ s s
Die Fouriertransformierte einer Funktion f(z) wird im Nach-
folgenden mit F(f) oder f(x)
3.2. Diskrete Fouriertransformation (DFT)

Gegeben ein Datenvektor x = (zg,z1,...,2n—1) der Lénge

n, die DFT ist definiert als:

Fourier Transformation in Matrixschreibweise:

11 1 . 1 Yo o

1 w w? o wnh Y1 1

1 w? w? o wrD Y2 To

1 w? w® i ys = T3

1wl 2D w(n—1)2 Yn_1 Tn1
Fy=x

Wobei das (i,j)-Element von F wie folgt aussieht:
fij = wl=DU-D

Wobei w fiir jedes n definiert ist als:

27 2mi 27

w=¢'n =en & w=e n

w" = e27rz =1

Die DFT eines Datenvektors x ist nun:

1 -
F(x)=y= —nFX

NG

Dabei bezeichnet F die Matrix F, wobei aber iiberall w
durch w ersetzt wird.

und die Riicktransformation:

F ' y)=x=—=Fy

Bl



3.3. Fast Fourier Transformation

Mit diesem Algorithmus kann die DFT effizient durchgefiihrt
werden, nidmlich in O(nlogn). Gegeben ist also wieder ein
Datenvektor x = (xo,...,2,—1) der Linge n. Dieser Algo-
rithmus wird rekursiv angewendet, bis der Datenvektor x nur
noch Lénge 1 hat, von diesem ist die Fouriertransformierte
y dann leicht zu bestimmen, da x = y falls die Liange von x
gleich 1 ist.

Fast Fourier Transformations Algorithmus

1. Vektor x aufteilen in 2 Vektoren x’,x” mit gera-
den/ungeraden Indices

x' = (20,2, T4, ..., Tyn_2)

X// = (I1,$3,$5, e 'aznfl)

2. Fouriertransformierte y’ = Fx’ und y” = Fx” bestim-
men (rekursiv mit FFT).

3. Die beiden Vektoren y’ und y” wie folgt zusammenset-
zen:

—j

n
nY; firj=0,...,=—1

yj=y; + 5

n
fir j=0,...,——1
ur] ) 72

) o =g

Fir die Ri’lcktransformation_ muss w, an Stelle von w,
gewdhlt werden und F statt F.

4. Faltung

Die Faltung zweier Funktionen f und g, ist definiert als:
fro= [ rO9 o

Dadurch werden die Punkte von f(x) nach g(x) gewichtet.

FEigenschaften:
F(fg) = F(f)Flg)
frlg+n) = (fxg)+(fxh)
d _df B dg
() = Tag=prl

4.1. Diskrete Faltung

Die Funktionen sind durch Punkte f = (fo, f1,..., fn—1) und
g = (90,91, --,9n—1) gegeben. Die diskrete Faltung berech-
net sich wie folgt:

Jogo + fign-1+ fogn—2+ ... + fan1n
fogr + figo + fogn—1+ ...+ fr_192
frg= :
fogn-1+ fign—2+ fogn—s+ ...+ fu_190

Bemerkungen:

e Das Faltungsprodukt von zwei Vektoren der Lénge n hat
Lénge n.

Jede Komponenete hat n Terme

Kosten: O(n?)

o Erste Komponente enthélt alle Produkte f; g mit j+k =
Ooder j+k=mn

I-te Komponente enthalten alle Produkte mit j + k = [
oder j+k=101+n
Faltungsregel

Die Faltung von f und g ist eine gewohnliche Multiplikation
der Fouriertransformierten Funktionen.

[ * g wird berechnet:
Le=F(f)
2. d=F"Yg)
3. Multipliziere ¢ und d Komponente fiir Komponente

4. (frg)=+/n F(cd)

4.2. § Funktion (Dirac Funktion)
Definition

Wir mochten eine Erregung d,(z), die iiber einem kleinen
Intervall a—e < x < a-+¢€ nicht-Null ist, und sonst iiberall Null
ist, beschreiben. Der gesamte Impuls davon ist dann definiert

als:
[e'e) a-te
I:/ dq(x)dx :/ dq(x)dx

—€

(e >0)

Um ein mathematisches Modell der Funktion d,(x) zu geben,
ist es bequem, anzunehmen, dass sie einen konstanten Wert
iiber dem geschlossenen Intervall [a — €, a + ] annimmt, auch
mochten wir diesen Wert so wihlen, dass der Gesamtimpuls
gleich 1 ist. Also schreiben wir:

1
. 5= a—ece<zx<a+e
da(z){ 06 sonst

Nun betrachten wir eine Idealisierung der Funktion d,(x),
indem wir € gegen Null gehen lassen:

oo

lim [ = lim
e—0 e—0

do(z)dx =1

— 00

Damit kénnen wir eine idealisierte Ein-Puls Funktion §(z—a)
definieren, welche die Eigenschaft hat, dass sie einen Impuls
von 1 bei der Stelle x = a hat, aber fiir alle anderen Werte
von x Null ist. Die Definitionseigenschaften sind deshalb:

d(x—a) = 0 x#a

/OO S(zx—a)dz = 1

— 00



oder fiir a = 0:

N d(x)
[m §(xz)dx

0 x#0

1

Im weiteren wird mit a gerechnet, wobei man aber natiirlich
fiir den Fall a = 0 a weglassen kann (wie in der Vorlesung).

Weitere Eigenschaften

Die § Funktion ermdoglicht es

f(a)

[ fwoty - 2y

uns eine diskrete Funktion

(z.B. Datenpunkte) als kontinuierliche Funktion zu schreiben.

Beispiel: Datenpunkte {(z1, f1

)y oy (Tny fr)} konnen dann

als Funktion so geschrieben werden:

f(x) = Zfﬂs(l“ — )

4.3. Wichtige Fouriertransformationen und

Faltungen
1.
f@) = (=)
flk) = [ e~ (z)de =1
2.
f(z) = square pulse { (1) |;|L>§; =L
- L Cike g e kL _ gikL _ 2sin(kL)
f(k):[Le Ry = — = A
3. o
rm={5" 128
A 1
W= @0
4.
fx) = el a>0
f) =
F@) oo (k)
(@) ikf (k)
f(z —d) 6’Adef(k:)
eTdf(z) f(k—=d)
=1
o1
@) = 5(@) < 80) = [ )5 )y

4.4. Faltung und Differentialrechnung

Gegeben: Differentialgleichung der Form

Wobei L ein Differentialoperator ist, (z.Bsp. L = — 2% + a?
oder L = -4).

1. Forme die ganze Gleichung in den Fourierraum um, dabei
ersetzt man am besten die rechte Seite durch h(z), bzw.
nach dem Transformieren durch h(k) und benutzt die
Regel fiir das Transformieren einer Ableitung:

F(2) =artn

T

2. Man hat nun einen Ausdruck der Form

a(k) = f(k)-9(k)

Dabei ist G(k) die sogenannte “Green’s function®.

3. Berechne nun dieses Produkt im Fourierraum, somit
erhélt man a(k).

4. Transformiere @(k) zuriick in den Realspace.

Beispiel:
]:<%+a2u(x)) = F(h(x))
—(ik)*a(k) 4+ a*a(k) = h(k)
k2a(k) + a*a(k) = h(k)
oo h(k) s

Jetzt miisste man 4(k) noch zuriicktransformieren.

5. Principal Component Analysis

Abbildung 4: Steigung der Halbachsen beschreibt die Punkte



5.1. Statistische Ausdriicke

Mittelwert:
1 n
Tr= — Z €Ty
nia
Varianz:
1 n
2 _ =2
87 = ;(zz z)
Standardabweichung:
5= Vs2
Kovarianz:

Z?:1 (z

i —2)(Yyi — 7))
n—1

cov(X,Y) =

Fir mehrdimensionale Daten erstellen wir die Kovarianz-
Matrix:

cov(z,x) cov(z,y) cov(z,z)
Cov(z,y,z) = | cov(y,xz) cov(y,y) cov(y,z)
cov(z,x) cov(z,y) cov(z,z)

Rechenregeln

1. var(X +Y) =var(X) + var(Y) wenn X,Y unabh.
2. var(N(0,1)) =1

3. cov(X,Y) =0 wenn X,Y unabh.

X,
4. cov(X,X) = var(X)
X

,Y) = cov(Y, X)

6. cov(aX,Y) =a cov(X,Y)

7. cov(X +Y,Z) =cov(X,Z)+ cov(Y, Z)
8. cov(X
cov

(
(
(
(
5. cov(
(
(
E -H; Z+W) = cov(X, Z)+cov(X,W)+cov(Y, Z)+
5.2. Principal Components Analysis

Ziel ist es Daten (mit Verlust) zu komprimieren, ohne aber
wesentliche Daten zu verlieren.

x soll eine Menge von Messvektoren sein (also eigentlich eine
Matrix) und y = Mx eine Transformation vom Vektor x
zu einem neuen Vektor y mit gewiinschten Eigenschaften
(welche definiert werden miissen).

Die Kovarianzmatrix von y ist definiert durch:
Cy={(y =) &-oNH"

Dabei ist () der ensemble average, also der Mittelwert der
Vektoren bzw. Matrizen.

Durch Umformen erhilt man:

Cc, =McC,M”

Nun méchten wir die Transformation M so wéhlen, dass C,
diagonal ist und die Elemente unkorreliert sind:

C, ist symmetrisch und hat eine orthonormale Menge von Ei-
genvektoren qi, . . ., ¢,. Wir setzen die Spalten von M7 gleich
diese Eigenvektoren.

CzMT = CZ (qla v 7qn) = (Alql’ e 7)\nqn)
A1 0
MC,M7T = =Gy
0 An

Falls es Korrelationen zwischen den Elementen von x gibt, so
werden einige Eigenwerte verschwinden, diese Komponenten
von y koénnen dann fiir weitere Betrachtungen weggelassen
werden.

Fiir reale Daten werden die korrelierten Eigenwerte nicht ge-
nau Null sein, aber man kann durch die relative Grosse die
wichtigen herauslesen und die unwichtigen weglassen. Sol-
ches selektieren von Variablenuntermengen ist oftmals der
Schliissel zu erfolgreichem Modellieren.

Algorithmus

1. Daten in Matrizen oder Vektoren konvertieren. Bei Ma-
trizen ist es bequemer, wenn man sie in Vektoren um-
formt und am Ende wieder zuriick. Mehrere solcher
Messvektoren (hier n Messungen) der Dimension m wer-
den in einer Matrix D (hier spaltenweise) angeordnet.

2. Den Mittelwertvektor avg bilden:

1
avg; = S Zdij -1

fir j=0,...,m

3. Von jedem Messvektor den normalisierten Mittelwertvek-
tor subtrahieren. Dies ergibt uns die normalisierte Matrix

Dnorm

4. Kovarianzmatrix von D,,,., bilden

1 T
= n—1 DNOTW' norm

5. Eigenwerte E und -vektoren V von C bestimmen

6. Bestimmte Eigenvektoren v wéhlen, andere nicht, z.B.
die Eigenvektoren wo die Eigenwerte ungleich Null sind.
Durch die gewihlten Eigenvektoren ergibt sich eine neue
Matrix Q.

Um nun einen Datenvektor x zu komprimieren benutzt man
y=Q'x
Fiir die Riicktransformation gilt

/

x =Qy



6. Nicht lineare Gleichungen

6.1. Bisektion

Gegeben: f(x) stetig in [a,b], wobei f(a) < 0 und f(b) > 0.
Daraus folgt: 3s: f(s) =0, s € [a, b].

Gesucht: Eine Nullstelle von f(x).

Bisektionsalgorithmus
1. z:=(a+b)/2 /* x = Mitte von Intervall*/
2. Wenn f(z) > 0,b := x; sonst a := z; /* Intervall neu */
3. Wiederhole Algorithmus, falls b — a > ¢, also die
gewiinschte Genauigkeit noch nicht erreicht wurde
Konvergenz

Der Bisketionsalgorithmus konvergiert linear, da der Fehler
in jedem Schritt maximal € < (b— a)% betrégt.

6.2. Iterative Methoden
Gegeben: Funktion f(x)
Gesucht: Nullstelle von f(x)

Statt fiir f(z) = 0 das passende z zu suchen, sucht man
eine Funktion F' und einen Wert s, so dass F(s) = s ist.
(Fixpunkt). Dann ist f(s) = 0.

Fixpunktiteration

Man startet mit einem Startwert xy und iteriert bis die vor-
gegebene Toleranz erreicht ist. (= Unterschied zwischen zwei
x-Werten < g).

es gelten:

Konvergenz

€k+1

~ F’
L~ F(s)

er: Fehler bei k-ter Iteration =z — s
Konvergenzkriterium

<
<

lex|
1

|ek+1]
[F'(s)]
Konvergenzgeschwindigkeit

ausgehend von || &~ [F(s)[:

eo : Anfangsfehler
1Og10(|:—0|)
logyo(|F7(s)])

lex| = |F'(s)|"- leo] = ¢

Anzahl Schritte k =

Um zu Testen wieviele Schritte, bis eine Stelle: e = 0.1,eg = 1.

F//(S) F///(S)
2 6
Wobei o(ey) Terme hoherer Ordnung sind.

ez + e; + olex)

exr1 = F'(s)ex +

Konvergenzraten
linear : F'(s) #0, |F'(s)] <1
quadratisch : | F'(s) =0, |[F"(s)] <1
kubisch : F'(s)=F"(s) =0, |[F"(s)] <1

Ein-Punkt Iterationsmethoden mit hoher Konvergenzrate

Schliisselidee: Ersetze f(x) = 0 durch h(z) = 0. Dabei wird
h(z) so gewihlt, dass h(z) = 0 einfach analytisch gelost wer-
den kann.

1. Newton-Raphson Iteration

Wiéhle h(z) = f(xg)+ f/ (k) (z — 2) (Taylorentwicklung
von f(zg1) um f(zy))

f(zx)
f'(w)

h(z) =0 = xp41 =a) —
Konvergiert quadratisch

. Halley Iteration

f(zr)

f'(@r)

Konvergiert kubisch

1 f(an)f"(@e)]
fl(mk)2

Te4+1 = Tk — *2

7.

NxM Zellen, in einem Rechteck angeordnet:

Zellularautomaten

TN

= D

Abbildung 5: NxM Zellularautomat

M

e 7u einem endlosen Band zusammengefiigt
e Jede Zelle hat als Wert entweder 0 oder 1

Algorithmus:
Ein Algorithmus gibt Kriterien an, bei welchen eine Zelle ih-
ren Wert dndert, abhéngig von ihren acht Nachbarzellen.
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8. Numerische Differentiation

8.1. Konstruktion von Ableitungsformeln durch
Taylorexpansion

h bezeichnet im Folgenden Az = x;_1 — x;

Vorwartsdifferenzieren

2
h 1

Fleth) = F@ien) = f@o+hs @)+ @ o 7 ) ol

daraus folgt:

f(@iv1) = f(z:)
h

2
Pl b 55w + e ) + o)

leading error / truncation error

Riickwartsdifferenzieren
h3

6

2
h "

Flai = h) = i) = hf'(w:) + 5 £ (@) = 5 " (@) + o(h*)

daraus folgt:

fxi) = f(zi-1)
h

2
ﬁf/(l”i) - h—

5 G f" (i) + o(h?)

flai) = +

Grad der Genauigkeit

Der Exponent von o(h®) ist der Grad der Genauigkeit der
Methode/Formel, also der erste Term in h, welcher unnétiger-
weise addiert/subtrahiert wird, die obigen Methoden, haben
also beide erste Ordnung.

Hohergradige Approximationen

Erhélt man durch die Kombination von mehreren Taylorex-
pansions.

fier = iR hfA S B+ o(h)
fr = fi—hfir g = B B o)
f; _ fi+12—hf¢71 + %fim + 0(h5)

Wobei wir die beiden Taylorexpansions subtrahierten. Die
Approximation ist nun von zweitem Grad.

Im Allgemeinen werden hoéhere Grade erreicht indem man
mehr Punkte in die Approximation miteinbezieht.

. fice = 8fic1 + 8fix1 — fira
¢ 12h

Aber Schemas fiir hohere Grade haben Probleme an den
Grenzen, z.Bsp:

+ o(hh)

_ f-1—8fo+8fa— fs

4
oh +o(h%)

fi

Lésungen:

1. Benutze Approximationen von tieferem Grad bei den
Grenzen

2. Benutze einseitige Approximationen

8.2. Generelle Technik fiir die Konstruktion von
Finite differences Formeln

Idee

Kombiniere Taylorexpansionsserien mit Gewichten a; um eine
kompakte Schablone fiir eine maximale Ordnung zu erhalten.
Taylor Tabelle

Ausgehend von:

h2
fiyr = fi+hf{+?f{/+...
2h)2
fira = fi+2hfi/+%f{/+...
| fi fi I
o0 1 0
aofi an 0 0
2
aifiy1 a1 aih a1%2
azfire | az  a2(2h) 02@

Wir wollen nun f] durch f;, fi+1 und f;yo approximieren.

2
FimY arfirn

k=0

2
— = arfiyr=0 (3)
k=0

Es gilt nach Taylorapproximation

(a0 + a1 +a2)fi +
+(a1h + az(2h)) f{ +

()

a1 +az 5
Nun setzen wir die rechte Seite von (4) in (3) ein, somit gilt
die Gleichung:

aofi +a1fiy1 +azfir2

fi ()

2

h 2h)?
fi—fi(ao+ar+a2)—f;(1+arh+as2h)—f; <a17 +as (2h)

0
2

Somit kommt man auf folgendes Gleichungssystem:

ap+ar+a = 0
alh + a2(2h) 1
h? 2h)?
a17 + (12% = 0
Ergibt als Losungen:
-3
agy = —
0 2h
4
“oT g
-1
a, = —
2 2h

Und somit gilt:

=3fi+4fiv1 — firo
2h

Q

11



9. Numerische Integration

Da wir die Funktion nur an diskreten Punkten x; kennen,
unterteilen wir das Integral in eine Summe von Integralen:

/Z + f(2)dz

n—1
S
i=0

9.1. Trapezregel

S = Flria)] = S + fwira)

Fiir das Integral von fj bis f, ergibt sich:

i)

0

I =hf(ziz1) +

Fehler

Trapezregel ist 3. Ordnung [o(h?)] fiir ein Intervall.

Fiir das ganze Intervall ist die Trapezregel 2. Ordnung.

Trapezregel mit Endkorrekturen

Integral von dem Intervall [a, b]:

1= St f) = 2 0) — @) + o)
1=0

Also 4.ter Ordnung.

9.2. Simpsonregel

Wir approximieren die Funktion in dem wir eine Parabel
f(z) = Ax? + Bz + C benutzen (dies braucht 3 Punkte
A, B,C).

Tit2 h
n:/ﬂ J@)de = S (@) +4f (ir1) + F(2i12)]
h n—1 n—2
I=3(f(w0) + fen) +4 > f )42 Y flx)
i=1,3,5,.. i=24,...

Bemerkung: Funktioniert nur, falls (n+1) ungerade ist.

9.3. Rechtecksregel

Benutze Punkt y; zwischen x; und x;41:

Vi = =[Tiy1 + 4]

5
Dann gilt: v
L= / Sy = ()

12

Um f(y;) zu erhalten benutzen wird Taylorexpansion, wobei
h=1y; —x;:

£ = £+ f ) + o )+ 1 )+ o)

Fehler
Rechtecksregel ist 3. Ordnung [o(h3)] fiir ein Intervall.

10. Losen von Differentialgleichungen

Probleme:
e Genauigkeit (des numerischen Schemas)
e Stabilitédt (des numerischen Schemas)
e Konsistenz (zwischen numersichem & exaktem)

Fiir die Konsistenz beim Loésen von Differentialgleichungen
wird Genauigkeit und Stabilitdt benotigt.

10.1. Genauigkeit von finite differences
Approximationen

Modified wavenumber / Leapfrog

Betrachte eine pure harmonische Funktion der Periode L hier
wird vereinfacht mit L = 1 gearbeitet. Setze

fla) = s
k: wavenumber welche nur die folgenden Werte annehmen

kann: k = 27n, n:O,l,Q,...,%
Die Ableitung dieser Funktion:

i _ .
o= [ = ikf

Uns interessiert nun wie ein bestimmtes finite differences
Schema diese Ableitung voraussagt:

daf
dr iw'f
Wobei k' ein fiir diese FD typische Proportionalitét ist,
welche wir nun mit dem exakten k vergleichen wollen. k' ist
keine Ableitung!

Beispiel:

Uns interessiert die Genauigkeit folgender FD:
af | _ finr = fim
dx ; 2h

Substituiere nun fiir f(z) = e®** & f(x;) = e***i wobei man
fir z; = ﬁ = h-j, dabei ist j = 0,..., N — 1 benutzt. Nach
einigem Umformen bekommt man dann, dass fiir k'h gilt:

2mn
E'h =
sm(N)

Dies vergleicht man nun mit der genauen Losung

2mn
kh = —
N



10.2. Numerische Stabilitit

Numerische Losung muss begrenzt sein fiir Probleme wo die
exakte Losung begrenzt ist.

Beispiel:
d 2
T==y =y =e
Modell
dy
A
at Y
A kann nun aber komplex sein:
A=Ar+ A1

Fiir Ag < 0 ist das Problem beschrinkt, da

dy

dt

— Al

= —|Aly = y(t) =e

Uns interessiert nun fiir welche Ag, A; ein bestimmtes FD
begrenzt ist.

A. Beispiel von Newton lteration fiir
NLLS

Gegeben die Funktion
f(t)=ag+a-e
Wir definieren die Fehlerfunktion
Ju(x) = z1 + z0- €773 — .

fiir jeden der gegebenen Datenpunkte {tx, yx }. Fiir fi konnen
wir nun den Gradienten und die Hessische berechnen.

gradfr(x) = 1,67I3”' —xot, J““"'S’“]T
hessfi(x) = 47tkefx3”
0 0 I2t2 —Z3tk
In MATLAB:
d = load(’ChemData.dat’);
ti =d(:,1); yi =d(:,2);
x =[1.81.80.1]7; fs = [];
for i=1:20
ee = exp(—x(3)*ti);
tee = ti.*ee;
J = [ones(size(ti)) ee -x(2)*tee];
= x(1) + x(2)*ee - yi;
sl = f’xtee;
82 = x(2)*f’*x(ti.*tee);
H=J%xJ+ [000; 00 -s1; 0 -s1 s2];
h =H\ (J’%f);
X = x - h;
= [fs norm(f)];
end
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B. Beispiel fiir Principal Component
Analysis

function Q = get_pc(D, k)

% m is the number of variables,
% n is the number of samples
[m, n] size(D);

% get the averages for each variable

avgs = sum(D’) ./ n;
% create the ’normalized’ matrix d
d = D;
for i=1:n
d(:,i) = d(:,i) - avgs’;
end
% create the covariance matrix C
C =dx*xd’ ./ (n-1);
% get the eigenvalue/eigenvector
% decomposition of C
[v, 1] = eig(C);

% return the k columns with the
% highest eigenvalues
Q = v(:,mk+1:m)’;

C. Hilfestellungen fiir
Fouriertransformation

Potenzen von ¢

2 = -1 (Aif = -1
B = — (—i)3 =
it = 1 (=) = 1
F und F fiir n = 2:
1 1 1 1
- 1 - -1
F= 1 -1 1 -1
1 i -1 —3
1 1 1 1
1 i -1 —i
F= 1 -1 1 -1
1 - -1 1
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